Gefangenendilemma

Spieler 1

Spieler 2
s gesteht |s3 gesteht nicht |Minimum insgesamt |max von min
si gesteht s:(=5,-5) |t:(0,-20) (-5,-20) x (dom.)
sé gesteht nicht u:(-20,0) (v:(-1,-1) (-20,-1)
Minimum insgesamt |(—20,-5) (-1,-20)
max von min x (dom.)

Utility-Funktion von Spieler 1: Ul(s)=-5 U'(t)=0 U'(w)=-20 Ul(v)=—

von Spieler 2: U%(s)=-5 U%(t)=-20 U%(u)=0 U%(v)=-—

PréaferenzDiagramm:
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Nullsummenspiel: Ul ist die Nutzenfunktion von 1.Spieler
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keine dominanten Strategien, kein Nash-Gleichgew.
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Spieltheorie

A={1,2,...,n} seien die Akteure eines Spiels.
Jeder Akteur i wihlt eine Strategie aus einer Menge S; = {is1, 182, ..., 1Sk } seiner moglichen
Strategien aus, ohne die Strategieentscheidungen seiner Mitspieler zu kennen.

n
S=\US; seidie Menge aller Strategien.

=1
Eine n-Menge ¢ = {1s,2s,...,ns} € S von Strategien, die je eine Strategie eines jeden
Spielers enthélt, hei3t Strategiekombination. Jeder Spieler bewertet die mdglichen
Strategiekombinationen fiir sich (ev. iiber eine Nutzenfunktion U). Ziel ist nicht nur
maximaler Nutzen sondern auch maximale Sicherheit in der Erreichung dieses max. Nutzens.
U; sei die Nutzenfunktion des Spielers 1.

Bspl: Gefangenendilemma (zwei dominante Strategien)

Zwei Gangster 1 und 2 werden nach einem erfolglosen Bankiiberfall gefafit und in
separate Zellen gesteckt. Der Staatsanwalt kann, falls sie nicht gestehen (jeweils 1.
Strategie) nur illegalen Waffenbesitz nachweisen, fiir den sie nur 2 Jahre Gefangnis
erhalten. Thr 'Nutzen' hiefiir sei 2. Falls einer gesteht, der andere jedoch nicht, so erhilt
der Gestdndige nur 1 Jahr Gefangnis (Nutzen sei 3), der Nichtgesténdige jedoch 4
Jahre (Nutzen 0). Gestehen beide, so erhalten sie je 3 Jahre (Nutzen 1).

Die 1. Zahl ist der Nutzen des ersten Spielers, lg lgn
die 2. Zahl der Nutzen des 2. Spielers. 2g (1,1)] (0,3)

2gn (3,0)| (2,2)

Oder wenn man das Gestehen als s; bezeichnet

und das Nichtgestehen als 2. Strategie s,, so s1 s>
ergibt sich, wenn is, die k-te Strategie 25 (1,1)] (0,3)
des i-ten Spielers bedeutet: 2s, 3,0)| (2,2)

Die Strategiekombinationen:

(s1,s1) ist die Strategiekombination, in der jeder gesteht.

(s2,s1) die Kombination, wo der 1. Spieler nicht gesteht, jedoch der 2. Spieler gesteht.
(s1,s>) hier gesteht der 1., jedoch nicht der 2. Spieler.

(s2,87) hier gesteht keiner.

Die Nutzenfunktionen:
UiGst,sp) =1 Uj(sy,82)=3 Ujy(s2,81)=0 Ujy(sp,82) =
Ua(st,s1)=1 Uj(s1,82)=0 Ujy(sz,81)=3 Usz(s2,82) =

Losungsweg: Der Spieler 1 wird sich tliberlegen, welche Strategie er jeweils wihlen
soll, wenn Spieler 2 eine vorgegebene Strategie einschlégt:

Bei 2s; ist fiir ihn 1s; die giinstigere Alternative. Bei 2s, ist es auch Is;.

Fiir Spieler 1 ist daher die Strategie 1s; die beste, die sog. dominante.

Entsprechend ist es 2s; fiir den 2. Spieler. Also ist die Kombination (s,s;) die beste
Strategie fiir beide, die auch ein stabiles Gleichgewicht bedeutet: keiner wird
verniinftiger Weise aus ihr ausbrechen, wenn er sie gewahlt hat.



Def (dominante Strategie bei zwei Spielern):

1. Eine Strategie is € S; heiBt beste bzgl der FremdStrategie js € S; (isljs beste) gdw:

/\ {is,js} =i {is’,js}

iS/ESi
2. Eine Strategie is € S; heifit dominant (bzgl. der Menge der FremdStrategien S;) gdw:

/\ is beste bzgl. js
jseS

Def (dominante Strategie bei n Spielern):

1. Eine Strategie is € S; heillt beste bzgl .
der FremdStrategickombination o = {1s,...,ns}\{is} € S; (islo beste) gdw:

/\ cuU{is} > cu {is’!
iS/GS.'

2. Eine Strategie is € S; heifit dominant (bzgl. der Menge aller
FremdStrategienkombinationen S;) gdw:

/\ is beste bzgl. ¢

ceS

Bem: Auf der Basis einer strengen durch eine Nutzenfunktion induzierte Préferenzordnung,
heif3t eine beste die beste. Dominant heiflt dann streng dominant.

Bsp2: Eine dominante (und eine beste) Strategie

181 182
1| 2.3)] (0,0)
22 | (32 (LD

Wihlt der 1.Spieler die Strategie 1s;, so wird der 2. Spieler 2s| wéhlen. Sie ist die
beste Strategie bzgl. 1s;.

Waihlt Spieler 1 die Strategie 1s,, so wahlt der 2. Spieler 2s, als beste bzgl. 1s;.
Also besitzt der 2. Spieler keine dominante Strategie.

Wihlt Spieler 2 2s, so ist 1s; die beste fiir 1.Spieler
Wihlt Spieler 2 2s5, so ist wieder 1s; die beste fiir 1. Spieler, der demnach in 1s;

eine dominante Strategie besitzt.

{1s1,2s;} ist ein Gleichgewicht, da 1s; dominant und 2s; die beste Strategie
bzgl. 1s;. Esist das einzige Gleichgewicht.

Is; = 2s1 — 1s; Zyklus! Isp — 2sy — 1s; kein Zyklus.



Bsp3: keine dominanten Strategien

181 182
21| (23)] 0,0)
22 | (02)] (LD

s ist die beste Strategie bzgl. 2s.

Is, ist die beste Strategie bzgl. 2s,. Also hat Spieler 1 keine dominante Strategie.
2s1 ist die beste Strategie bzgl. 1s;.

2s, ist die beste Strategie bzgl. 1s,. Also hat Spieler 2 auch keine dominante
Strategie.

Hier sind {1s;,2s;} und {1s;,2s,} die (einzigen) Gleichgewichte:

Is; > 2s1 —> 1s; und 1Isy; — 2sy — 1sy Zwei Zyklen!

Es gibt aber keine dominanten Strategien.

Bsp4: Nochmal Gefangenendilemma (zwei dominante Strategien)

181 182
21 | (1L,D] (0.3)
22 | (30)] 22)

Is; = 2s1 — 1sy Zyklus! 1sy; —> 251 — Is; — 25
252 —> 151 —)251 —> 181

{1s1,2s1} 1isteinziges Gleichgewicht.
Ein einziger Zyklus, mit vollstindigem beidseitigem Einzugsgebiet.

Def (deterministisches Spiel bei 2 Spielern)

Gibt es zu jeder Strategie die beste Fremdstrategie, so heil3e das Spiel
deterministisch

Alle betrachteten Bspe waren deterministische Spiele. Ein nicht deterministisches wire
etwa

181 182
21| 23)] 2,0
22| 0.2)] (LD

da bei der Strategiewahl 2s; des Spielers 2 der 1. Spieler nicht die beste Strategie hat.



lS] 182
| GD@ED
22 | (22)] G0

Bsp5:

Is; = 2sp —> 1syp = 251 — 1s;
Kompletter Zyklus, kein Gleichgewichtspunkt.
Gleichgewichtspunkte scheinen also ZweierZyklen zu sein (bei 2 Spielern mit zwei

Strategien)
Die vier Strukturen bei 2 Spielern mit zwei Strategien:

!

S '
JPCRONOIS

1) sind zwei Gleichgewichte 2) ein Gleichgewicht in zwei dominanten Strategien
3) ein Gleichgewicht in einer dominanten Strategie 4) kein Gleichgewicht

Es gibt insgesamt 16 Fille bei 2 Spielern mit zwei Strategien:
*davon 2 doppelte Gleichgewichte (1)
davon 2 gleichgewichtsfreie Viererzyklen
davon 12 einzelne Gleichgewichte: davon wieder 4 Gleichgewichte der Form 2
und 8 der Form 3).

Def (Gleichgewichtspunkt, Gleichgewicht, Nashgleichgewicht)

Eine Strategickombination o = {1s,2s,...,ns} € S heilit Gleichgewichtspunkt, gdw

/\ ks ist die beste Strategie bzgl. der Fremdstrategieckombination c\{ks}
ke{l.2,...,n

Def (Gleichgewicht in dominanten Strategien)

Eine Strategickombination ¢ = {1s,2s,...,ns} € S heifit Gleichgewicht in
dominanten Strategien, gdw

/\  kist die dominante Strategie bzgl. aller Fremdstrategiekombinationen Sy
ke{l.2,...n}
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1s2 ist dominant, 2s2 ist dominant und 3s1 ist dominant

(1s2,2s2,3s1) ist Gleichgewicht in dominanten Strategien
und natiirlich einfaches Gleichgewicht.

(1s1,2s1) — 3sl (1s2,2s1) —> 3sl (2s1,3s1) —> 1s2
(1s1,2s2) — 3s1 (1s2,2s2) — 3sl (2s1,3s2) —> 1s2
(1s1,3s1) > 2s2  (1s2,3s1) > 252 (2s2,3s1) > 1s2
(1s1,3s2) > 22 (1s2,352) > 252 (2s2,3s2) —> 152

Das einfache Gleichgewicht sieht in Pfeilstruktur folgendermallen aus:

351

252/‘\ 1s2



Das Diagramm von dem gesamten Spiel (im dominanten Gleichgewicht):
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Nun einige Beispiele von zwei Spielern mit drei Strategien:

Bsp6: Schere Stein Papier

1s; sy 1s3

251 | (0,0)| (-1,1)|(1,-1)
25, | (1,-1)| (0,0)|(-1,1)
23 |(-1,1) |(1,-1) [(0,0)

Es gibt weder Nash-Gleichgewicht noch Gleichgewicht in dominanten Strategien.

Das Pfeildiagramm sieht so aus:
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Bsp7: 1s;  |1s, |1s3

21 ((1,0) |(3,1) [(1,2)
22 (0,1) |(1,2) (2,3)
283 1(2,2) [(0,3) [(3,1)

Besitzt nur ein Nash-Gleichgewicht in (1s3,2s2).

2s1

v

1s2

v

Isl —>» 2s3 —> 1s3 2s2

"

Bsps: 1s;  |1s; |1s3

251 |(2,1) [(3,3) [(1,2)
25, ((04) [(1,2) [2,3)
253 |(1,1) [(2,0) [(0,1)

Dieses Spiel besitzt zwei Nashgleichgewichte (1s3,2s2) und (1s2,2s1)

2s3 —> 1s2 7N 2sl Is] —> 2s2 7N 1s3
\/
Bsp9: Is;  |1sy  [1s3

21 ((2,0) |(3,3) [(1,2)
22 [(0,1) |(1,2) |(2,3)
283 1(3,3) ((2,0) [(0,1)

Dieses Spiel besitzt drei Nashgleichgewichte (1s3,2s2), (1s2,2s1) und (1s1,2s3)

Isl 2s3 1s2 /_\ 2s1 1s3 /_\ 2s2
\/ '\/

"
N



Bsp10:

Is; sy 1s3

251 ((-2,0) |(-1,1) |[(1,2)
2s; |(0,1) [(1,2) [(2,3)
283 (-1,-D](0,0) |3,1)

Hier haben wir eine Gleichgewicht in den dominanten Strategien 1s3 und 2s2.

lsl\ /"\ / 2s1
1822 \/ \ 253

1s2
Bspll: Isy Is;  |1s3 / \
251 (1,2) 1(0,3) |(2,1)

1s1 —> 2s3 2sl1
22 1(0,1) 1(1,2) |(B,1)
2 [23) 60 [0.2) /
s3
Dieses Spiel hat gar kein Gleichgewicht.
252
Auch hier gilt, dass Gleichgewichte sich als 2-Zyklen erweisen.
Das soll als Satz formuliert werden.
Satz1: Ist I" ein 2-Personenspiel mit beliebig vielen Strategien, dann ist ein

Gleichgewichtspunkt {1s,2s} ein 2-Zyklus bzgl. des besten
Strategielibergangs und umgekehrt.

Bew: 1. Sei {1s,2s} ein Gleichgewichtspunkt. Dann ist 1s die beste Strategie bzgl. 2s., d.h.
2s geht in 1s iiber. Da auch 2s die beste Strategie bzgl. 1s ist, geht auch 1s wieder in 2s
iiber und damit ist {1s,2s} ein 2-Zyklus.
2. Sei {l1s,2s} ein 2-Zyklus. Dann geht 1s in 2s iiber und d.h. 2s ist die beste
Strategie 1s. Ebenso geht 2s in s iiber, womit 1s die beste Strategie bzgl. 2s ist und
somit ist {1s,2s} Gleichgewichtspunkt.

Satz2: Ist T" ein 3-Personenspiel mit beliebig vielen Strategien, dann ist ein
Gleichgewichtspunkt {1s,2s,3s} ein 3-fach verbundener 2-Zyklus unter den
Bedingungen der am Punkt beteiligten Strategie des 3. Spielers und
umgekehrt.

3 sl
1 s2 2s2
vgl. zum 3-fachen 2-Zyklus:

(152,252,3s1) Gleichgewicht 252 /\4 152




Bew: 1. Sei {l1s,2s,3s} ein Gleichgewichtspunkt. Dann ist 1s die beste Strategie bzgl.
{2s,3s},d.h. 2s B 1s 353 1s.
2s ist die beste Strategie bzgl. {1s,3s} . Also Is 325 3s -3 25
3s ist die beste Strategie bzgl. {1s,2s} . Also 1s 235 253 3s. Damit hat man
folgendes Diagramm:

3s
2. Sei umgekehrt ein @ @ Diagramm der abgebildeten

g&trt tgeg'e‘ti%n. 1\4an liets)t s /3_\ 1s il;]ls 1hrtn Qarsln d(i;: O]gig,;lenf .
rategielibergédnge ab. S omit wieder die Beh. folgt.

g gang wS g
Fiir n-Personenspiele mit n >3 verlieren die hoherdimensionalen Diagramme ihre Funktion
der Anschaulichkeit.

Satz3: Sei I' ein deterministisches 2-Personenspiel mit je zwei Strategien. Dann
gelten:

(1) Gleichgew. in dominanten Strategien = 1 2-Zyklus
(2) mindestens 1 dominante Strategie <> 1 2-Zyklus
3) 2 Nash- Gleichgewichte < 2 2-Zyklen
4) kein Gleichgewicht < 1 4-Zyklus

Es sollen jetzt Uberlegungsebenen betrachtet werden.

Bekannt seien den Spielern - wie bisher- die verschiedenen Strategien der Gegenspieler.
Als Beispiel diene wieder das Gefangenendilemma.

1s; sy

251 | (1,1)] (0,3) 252 —> sl 7N 251 €— Is2

25 | (3,0)] 2,2) ~—~

In der ersten Reflektionsebene werden wohl beide ihren unmittelbaren Nutzen ohne weitere
Folgen zu kalkulieren im Auge haben: (1s1,2s1) mit jeweils grofStgedachtem Nutzen 3.
Doch durch die Kombination reduziert sich der Nutzen jeweils auf 1.

Dies ist auch Ergebnis der 2. Reflexionsebene, wenn die beste Strategie unter
Berticksichtigung der mdglichen Wahlen der Gegener gewahlt wird.

In der 3. Reflexionsebene - immer unter Voraussetzung des Egoismus - wird man dem
Gegner unterstellen, dass er diese Kombination wihlt und selbst versuchen, daraufthin eine
bessere Strategie zu wihlen, was aber hier nicht mdéglich ist, da wir ein dominantes
Gleichgewicht haben.

Die vierte Ebene miifite die harte Egoismuslinie aufweichen.

Dieses Spiel ist also unter egoistischer und kommunikationsfreier Perspektive bereits fixiert.
Auf allen 3 Ebenen die gleiche Wahl.



Als weiteres Beispiel diene folgendes Spiel:

1s; sy
2s) (2,3)] (3,0) 1s1—>251—>152/-\252

2s, 0,2)| (1,1 "

1. Wahl: 1s2,2s1: Wert (3,0) 2. Wahl: 1s2,2s2: Wert: (1,1) ebenso 3. Wahl. (fix)

Weiter: Isy Isy / 1s2 \

281 (1,3)| (3,0) 252

2s1
25 | 22)| (1) \151/

1.Wahl: 1s2,2s1: (3,0) 2. Wahl: 2s2,1s1: (2,2) 3. Wahl fix, da bei Umwahl von Sp2 Gefahr
fiir groBe Verschlechterung. Spl kein Umwahlinteresse.

Satz 4 (1): Bei (2,2)-Spiel im dominanten Gleichgewicht sind alle ReflektionsEbenen fix.

Bew: Sei {1s2,2s1} dominantes Gleichgewicht und die Matrix habe folgende Gestalt:

1s; sy
21| (ab)| (c.d)
282 (e,f)] (gh)

Dann muB gelten: (1) c>a (2) g>e (3) b>f (4) d>h

In der 2. Ebene wird das Gleichgewicht (c,d) gewéhlt.

* Angenommen er wiirde in der 1. Ebene (e,f) wihlen. Dazu miifite aber

der 1. Spieler 1s1 wahlen und der 2. Spieler 2s2, d.h. e oder a miifite der max. Wert
fiir den ersten Spieler sein. e ist es nicht wegen (2) und a nicht wegen (1).

*Bei der Wahl von (a,b) ist die Kombination (1s1,2s1). a kann aber wegen (1) nicht
Maximum fiir 1. Spieler sein, ebenso wegen (2) nicht e.

*Wabhl von (g,h) bzw. (1s2,2s2) : dann miilte c oder g Maximum fiir 1. Spieler sein.
Moglich. Fiir 2. Spieler miifite aber f oder h Maximum sein. h ist wegen (4) keines
und f wegen (3) keines. Also ist (g,h) als 1. Wahl auch nicht moéglich. Damit ist alles
bewiesen.

Satz 4 (2): Bei (2,2)-Spiel mit Gleichgewicht sind die ReflektionsEbenen ab der 2. Stufe fix.

Bew: ergibt sich unmittelbar aus dem Gleichgewicht.



Folgendes Spiel habe kein Gleichgewicht. Es ist also ein 4-Zyklus-Spiel.

1s2

Is Is

: 2 Es gelte bspw. dieser 4-Zyklus: / \
281 (a,b)| (c,d) 2s1 2s2

2 | @h] @h \151 4

Dann gelten: (1) a<c (2) d<h ((3)g<e @4)f<b

Fall 1: g>c. 1. Sp hat die Folgeac ge.
Dann ist e Maximum fiir Spieler 1 ; also Wahl von sl
Fall 1.1: d > b. Dann ist h Maximum fiir Spieler 2; also Wahl von 2s2. Und
damit ist die 1. Wahl (1s1,2s2) bzw. (e,f).
2. Wahl: 2. Spieler von f nach b und damit nach (a,b)
3. Wahl: 1. Spieler von a nach ¢ und damit nach (c,d)
2. Spieler wird hier nichts mehr dndern, denn die zunichst
giinstige Veridnderung von d nach h und damit nach
(g,h) hétte in einer 4. Wahl wieder die schlechte

Ausgangsposition fiir 2. Spieler zur Folge, und damit ist
(c,d) stabil.
Fall 1.2: d <b.
Fall 1.2.1 d>f:

Fall 1.2.1.1 h>b. Damit hat 2.Spieler die Folge fdb h.
Spieler 2 wihlt also auch 2s2 und damit ist die 1. Wahl
wieder (e,f).

2. Wahl: Sp.2 geht von fnach b und damit (a,b).
3. Wahl: Sp.1 geht von a nach ¢ und damit (c,d).
Sp. 2 wiirde mit der Wahl von d nach h in der
4. Wahl sich wieder durch Sp.1 automatisch
verschlechtern, so dass er nichts umwahlt. Damit
ist (¢,d) auch hier stabil.

Fall 1.2.1.2 h <b. Dann hat Sp.2 die Folge fd hb. Maximum

ist also fiir Sp.1 b und damit ist

1. Wahl: (a,b).

2. Wahl: 1. Sp geht von a nach c, also (c,d). 2. Sp geht
dann von d nach h und damit nach (g,h).
3. Wahl: wiirde 1. Sp sich nach e verbessern, so
wiirde der 2. Sp sicher con f nach b und das
wére dulBerst schlecht fiir 1. Sp. Also éndert der

1.Spieler nichts. Also ist 2. Wahl (g,h) stabil.
Fall 1.2.2d<f.

Fall 1.2.2.1 h <f. Damit hat 2. Sp die Folged h f'b.
1. Wahl: (a,b).
2. Wahl: 1. Sp > (c,d). 2. Sp > (g,h).
3. Wahl: 1. Sp > (e,f). Da mit 2. Sp > (a,b) das ganze
von vorne begénne, so bleibt 2. Sp auf (e,f).
Fall 1.2.2.2 f<h<b. 2. Sp hat Folged fh b.
1. Wahl: (a,b)



2. Wahl: 1.Sp geht tiber zu (c,d). 2. Sp dann nach (g,h)

Is) Isy Wiirde Sp.1 in der 3. Wahl nach (e,f) gehen wiirde

25, @b)| (c,d) sicher Sp.2 (a,b) wihlen und das ganze Spiel wiirde von

5 vorne losgehen. Also ist (g,h) stabil.

22 | ©H] @M Fa11223 h>b. 2. Sp hat Folge d fb h.

1. Wahl: (e,f)

2. Wahl: 2. Sp nach (a,b)

3. Wahl: 1.Sp nach (c,d), 2. Sp nach (g,h). Wiirde der
1.Sp nach (e,f) gehen, ginge das ganze von
vorne los. Beste Position ist so (g,h).

Die weiteren Fille gehen analog. Spétestens bei der 3. Wahl ist Schluss.

Satz 4 (3): Bei (2,2)-Spiel ohne Gleichgewicht sind die ReflektionsEbenen ab der 3. Stufe
fix.

Der Satz lieBBe sich wahrscheinlich auf 2-Personenspiele mit mehr als 2 Strategien erweitern.
Dann wire bei einem 2-Personenspiel mit n1+n2 Strategien und ohne Gleichgewicht im
extremsten Fall ein 2-min(n1,n2)-Zyklus und damit ab der 2-min(nl,n2)-1 Ebene auf jeden
Fall stabil.

Isp  |1sy  |ls3 1s2
Bsp 12: |2, (0,2) |(2,1) |(1,0) / \
255 ((2,0) [(1,2) |(0,1) 2s1\ 2s2

253 |(1,1) [(0,0) [(2,2) 151/

1s3 /—\ 283
\/




