Def (Diagonaliserungsfunktion):

Sei eine Godelnummerierung g fiir die Theorie T, die mindestens die PA umfasse,

gegeben.
Die Funktion
g(a[m]) falls m die Godelzahl einer
D:IN—>IN; D(m)= T — Aussage a[x] ist

0 sonst
heifit Diagonalisierungsfunktion.

Bem: Bezeichnet man mit den 'Godelhdkchen' r 1 einer T-Aussage die Ziffer in PA
der Gédelnummer dieser T-Aussage (‘o= g(a)), so gilt
D(m)= D(g(alx])) = g(of g(alxD) | = g(al alx]'])
dh.D:glaf x )— glof "ax]"])

Lemma 3 (Diagonalisierungssatz):
Sei T eine PA umfassende Theorie, in der D reprasentierbar sei.

Fiir jede T-Aussage B[x] (in der x die einzige freie Variable ist) gibt es eine
geschlossene T-Aussage ¢ mit:

Fo=B['c’]

(o’ :=g00))

Bew: Sei die T-Aussage S(X, x2_ die Repréasentation der Diagonalisierungsfunktion D in T.
Sei alx]:= ){\(S[X,xzj -) B[xz und m:=g(a[x]) = m="a[x]
5 ‘
Wihle o :=o[m]= /\(8[1?1,)(2] - B[xzj) =of "o[x]"]
X2
D.h. x wird ersetzt durch die Ziffer, die die Godelnummer der Aussage a[x] bezeichnet.

Dieses o erfliillt dann die Anforderungen:

q = g(c) = D(m) = g(a[m]) = g(6) = q = D(m) = q. Wegen der Représentierbarkeit
vonDin T gilt: + §[m,q] (*). Weiter gilt = g(c) =o'

Gezeigt wird nun (1) o> B[q] und (2) +B[q] © o, womit alles bewiesen ist.




Seite 2

zu (1):

zu (2):

Folgendes ist eine T-Ableitung aus o :

() o  bzw: Q(S[rﬁ,xﬂ:ﬁ[xﬂ)
@ p(omxa]=Blxa]) > 6rm.a = pra)

(3)  8[m,q] > B[q]
(4)  §[m,q]
() Blal

(Hyp)
(A4)
(MP)

(*)
(MP)

aus Deduktionstheorem folgt, da keine Gen verwendet:

~o > P[q]

Folgendes ist eine T-Ableitung aus {B[ﬁ], S[ITl, x2]} :

(1) BF]
@ §mx;]

(3)  §[M,q] ()

) @2 8. x

5)  d=x

©  B[x]

Also {B[q]. 8[ . x ]} + B[x ]

(Hyp)
(Hyp)

(Weil D représentierbar in T)

(2,3,4)

Nach Deduktionstheorem folgt: {B[q]} + S[ITl, x2] - B[xﬂ (kein freies

Vorkommnis einer Variablen in [q])
o IEUNCESSETIERY)

(¢

Nach Deduktionstheorem weiter: + B[] D> o

(Gen!) ( "
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Def Beweisbeziehung:

Prc IN2: P(m,n) = Es gibt eine T-Aussage o und eine Folge f von T-Aussagen, die
einen T-Beweis von a darstellen mit: m = g(a) und n = g(f)

Satz 4 (Pra-Godelsatz):

Sei T eine durch g godelnummerierte (konsistente und) w—konsistente Theorie
1. Ordnung mit PA, in der die (zu T und g gehdrende) Diagonalisierungsfunktion D
reprisentierbar und die (zu T und g gehdrende) Beziehung P ¢ ausdriickbar ist.

Dann gibt es eine geschlossene T-Aussage y mit der Eigenschatft:

Fy und ¥ —y

Bew: Sei n[x, X2_ eine T-Aussage, die die Pf-Beziehung ausdriickt.
B[x] == ){} —m[x,xzj (bzw. : ){; (xz nat. Zahl o —m[x,xzD

(B[x] besagt also, dass x nicht beweisbar ist)
Mit dem Diagonalisierungssatz folgt, dass es eine geschlossene T-Aussage y gibt
mit: M: +y= ){\ —n[ "Y', Xo]
2
(M heiB3t also soviel wie: "y genau dann, wenn y nicht beweisbar", gereinigte Aussage
von "diese Aussage ist nicht beweisbar")

zu zeigen: (1)#y und (2) ¥ —y

(1): Annahme +-y. Dann gibt es ein n € IN (ndmlich die Godelzahl eines
T-Beweises fiir y) mit  Pf(g(y),n). Wegen der Ausdriickbarkeit von P¢ in T heif3t

das: +m["y ', n]. Aus M folgt wegen der Annahme + ){\ [y, X7]
2
Mit (A4) folgt daraus: +—n[ "y ', n] im Widerspruch zur Konsistenz.
(2): Aus (1) folgt # y. Wir nehmen an: + —y.
Mit M gilt auch +—y=— ){\ —n[ "y, Xx»]. Wegen der jetzigen Annahme folgt
2
damit: + —|)<\ —n[ "y ,Xy] und ;\;/ [y ", Xo9] (*). Wegen vy folgt fiir
2 2

alle n € IN nicht P¢(g(y),n), was wegen der Ausdriickbarkeit von P bedeutet:
Firallen € IN: +—mx["y ",n ], was im Widerspruch zur ®—Konsistenz steht.



